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Par a funcione s de una variable, la re gla de la cadena 
dF 
du 
-
-
dF 
dx 
dx 
du 
1 
.da directamente la norma para cambiar las variable s en una integral de fi-
nida. 
f{x) dx = f [X(u)] dx 
du 
• 
du z 
En la última ecuaci6n, se considera que f(x) e s continua, al rrenos en el in-
te rvalo X 1 ~ X ~ X Z ' X = X( u) e stá definida en U 1 :::. U ~ U Z con 
derivadas continuas, con Xl = X(U l) Xz: X(UZ). , y con f eX (uD 
continua para U 1 ~ U ~ U Z 
P r u e b a: Si F(x) es nna integral indefinida de f{x), entonces 
f{x) dx = F (XZ ) - F(Xl ) 3 
Pero F L X(U)] e s entonce s una integral indefinida d f ] dx L X (U) du 
por 1 se tiene: 
dF 
du = 
dF 
dx 
dx 
du 
dx 
= f(x) du = f L X(U)] dx du 
Cuando X se expresa en terminos re U. Asíla integral de la derecha de 
Z es 
= F(Xz) - F(X l ) 
, 
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Dado que corresponde al mismo resultado que el lado izquierdo de 2 
la regla queda establecida. 
E s importante notar que el énfasis que se hace en 2 e s sobre la funci6n 
X(U) mejor que sobre la inversa U=U(X). 
La inve r sa existirá únicamente cuando X es una funci6n continuamente cre-
ciente de U, 6 continuamente decreciente. 
No obstante ello no es indispensable para la El:uaci6n 2 • Pues la funci6n 
X(U) puede tomar valores fuera del intervalo Xl LX L X 2 • 
bargo, f [X(U)] debe permanecer continua para q ~ U ~ U 2 
xzr-----------------~ 
)e, 1--------< 
o'------:-~~---......L~ {tI 
Sustituci6n de 'X l'; X( U) en una integral definida 
La f6rumula análo ga a 2 para integrales dobles es : 
• 
Sin em-
í/ I! /- "\l el (x,y) 
// f( x, y) dx dy = / / f l X (U, V), y( U, V 0 J- (u, v) du dv 4 
Rxy Rxy 
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En donde las funciones 
x = X(U, V) y=y(U,V) 5 
Se asume que son funciones bien definidas y con derivadas continuas den-
tro de la r egi6n Ru, v del plano u, v. Los puntos corre spondiente s (x, y) 
yacen en la regi6n Rxy del plano xy, y se asume que las funciones inver-
sas 
u = U(x, y) V = V(x,y) 6 
son funciones bien definidas y continuas en Rxy, de forma que la corres-
pondencia entre Rxy y Ruv sea uno-uno. La funci6n f(x, y) se asume e s 
continua en Rxy de forma que f L X (u, v), y(u, v) 1 
Finalmente se considera que el jaco biano 
j_ d(x,Y1 
- J (u,v) 
e s continua en Ruv. 
Es 6 bien negativo, a través de todo Ruv, 6 bien positivo para todo Ruv. 
No obstante n6tese que se usa el valor absoluto en 4 
x 
Coordenadas curvilineas para el cambio de variab les en una 
integral doble. 
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Las ecuaciones de 5 pueden interpretar se corno una introducci6n de coor-
denadas cu r vilmeas en el plano xy, las líneas U :; constante y V = constante 
en Rxy forman un sistema de curvas corno si fueran paralelas a los ejes. 
E s normal emplearlas para determinar en Rxy los elementos de área A 
para la conformaci6n de la doble integral. 
e on tales elementos curvili.neo s, el volumen del cuerpo que tiene por hecho 
a Z ::¡ f(x, y)" será aproximado por f(x, y) l A, en ronde 4 A denota el 
área de uno <i los elementos curvilmeos. 
En c aso de que 4 A pueda expresarse: corno un múltiplo K de A u .:1 v 
y f se expresa en términos de u y v, obtenernos una suma 
L. f [X (u, v) , y(u, v) 1 K !J u A v 
La que en el límite se aproxima a la doble integral 
j j f [ X (U, V) , y( U, V) l K du dv 
Ruv 
Lo determinante es mostrar que el factor K está dado por 
K= 
J (x, y) 
J(u.v) 
K también puede interpretar se corno la raz6n de un elemento de área 
IJ Axy en el plano xy al elemento 
e s decir 
J (x,y) 
J(u,v) 
:;: lim 
Auv = u v en el plano uv, 
¿{ Axy 
A.Au,v 
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Ejemplo 1: 
Sean: X = ~ cos O y = fd Sen O 
D·~------------------------+ 
Elemento de área en coordenadas Pola-
res. 
Se tiene entonce s op.e las coordenadas curvilíneas son coordenadas polare s 
el correspondiente elemento de área es aproximadamente un rectángulo 
con lados 
Así que L\A 
de donde se espera que 
j/ f(x, y) dxdy = f( ,. cos O, ~ Sen O) ~ de d"" 
Rxy 
Para este c aso se tiene que el jacobiano es 
• J := d (x, y) J (~, e, cos e--
sen e 
de lo último se ~duce que 7 es correcta. 
- ~ Sen O 
-
-
r cos O 
7 
La :regi6n R puede graficarse en un plano 1""6-, 6 de forma más si mple 
puede describirse por las desigualdades siguientes: 
2Ll, '7 
-r-l (9) ~ r"2(f») 8 
Conbase en se encuentra que 
ff f( r"'co s O, r sen O) r d T" dO ::: B d-"2(e) f( reo sO 3 r-senO) 1" d rdO, 
R íe 
En esta última expresi6n la integral se ha reducido a una integral iterada 
en ,-r y ~. 
Ejemplo 2: Sea evaluar 
/J 3 (x+y) dx dy 
Rxy 
con Rxy el paralelog ramo que se grafica a continuaci6n 
1-
.1 
Sln: Lo s lados de Rxy son lmeas rectas que tienen ecuaciones de la forma 
x- 2y == C 2 
Pa:ra la selecci6n adecuada de G¡ y C 2 e s conveniente introducir nuevas 
coordenadas u = x+y v = x=2y 
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La regi6n Rxy corre sponde al rectángulo 1 ~ U ~ 4; - 2 ~ 19' ~ 1 
La correspondencia es obviamente uno-uno. El j acobiano es 
Así que 
d (x, y) 
J (u, y) 
JI (x~y)3 dx dy =: 
Rxy 
-
-
1 
J (u, y) 
d- (x, y) 
J ) ----;:U_3 du dy = 
3 .2 Fu,y 
1 1 
'
=-"'3 
-2 
1 
4 
du dy = 632-
4 
Debe apreciarse que los límites de integraci6n para la integral uy se ob-
tuvieron de la figura y no de los límites que pudieron ser asignados a la 
correspondiente integral iterada en el plano xy. 
Para integrales triples y núltiples se tiene 
.Jj) f(x,y,z)dxdydz=: $ F(u,y,w) d.,........,..-.~, 
Rxyz Ruvw J 
du dy dw 9 
En donde F(u,y,w) =: f [ x(u,y,w), y(u,y,w), z(u,y,w)] bajo adec uada s 
consideraciones. 
Dos <ASOS importantes a mencinnar son las coordenadas cilíndricas y coor-
denadas esféricas 
/./J f(x, y, z) dx dy dz =: 
Rxyz 
con 
y coordenadas esféricas 
Jff f(x, y, z) dxdydz = 
Rxyz 
j 1/ F(~,O, z) .- d ~ de dz 
Rrez 
F(r,e,z)=f(¡-cose, Fsene, z) 
{(j F( p,j,f) p2 Sen ~ dp d~ de 
Rp~O 
F(p,~,O) =: f(pSen ~ cos e, ¡ sen c¡ sen e,.-?cos ~ ) 
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Sea e un arco de curva el que se extiende desde el punto A (a, b) hasta el 
punto B (c, d) como puede apreciar se en la figura adjunta. 
e 
A (tt,b) 
--~------------------------~.~ o 
Asumiendo que f(x, y) es una funci6n continua, definida en una regi6n en 
la que el arco e está completamente contenido. Es factible llevar a cabo 
una rescompo sici6n re el arco mediante la introducci6n de (n-l) puntos 
entre A y Balo largo del arco c. Designando e stos puntos PI ,P 2 ••••• , 
Pn- 2, Pn-l, y haciendo A = Po Y B = Pn. Si las coordenadas del punto 
Pi se denotan por (Xi, Yi), i = 0,1, ... ,n. 
Entre dos puntos sucesivos de la subdivisi6n tomase un punto sobre la cur-
va. Estos puntos designados por Q y denotados por las coordenadas Qi 
1i, ~i), i = 1,2, ... ,n. E sta se1ecci6n (S completamente arbitraria, con 
la única re stricci6n de que Qi e sté sobre la curva e y tntre los punto s Pi y 
Pi-l. 
Si conformamos la sumatoria 
6 de forma más compacta 
n 
~ 
i = 1 
f (g i, 1t i) (Xi - Xi-l) = 
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n 
"2-
i = 1 
1 
El conjunto ~ Pi) se puede denominar partici6n de e y la máxima distancia 
entre dos puntos consecutivos que !ea la norma de la partici6n la que denota-
mos como 11 Lll! . 
DefinicL6n : Si existe un número L con la propiedad que sigue. Para cada 
E>O hay un tal que 
n 
f ( t i, h i) (Xi-Xi-l) - L :2.--
i = 1 
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Para cada subdivisión con JI Al} z d y para cualquier selección de ( ti, h i).. "Se dice q:¡.e la integral de linea de f con respecto al eje X 
a lo largo e la curva e existe y que su valor e s L". 
Hay una variedad re símbolos para denotar esta integral de linea, entre 
las más usuales están: 
B 
f{x,y) dx (e) 
El valor de la integral depende no solo de la funci ón f(x, y) de los puntos 
A Y B sino también del a'co e particularmente seleccionado. 
La expresión 1 es una de las dos fo..r.:ma.s. comunmente constituidas en las 
integrales de linea. También se con sidera la sumatoria 
n 
Z 
i = 1 
f «( i, h i) (Yi - Yi-l) 2 
l!:n la que dos puntos (; i, I¡ i) son escogidos de la nanera ya indicada. 
El límite, si existe,( cuando IJA}) e O) es la integral de linea 
B 
(e) f(x~ y) dy 3 
El valor de 3 geúe ::,almente e s diferente al ti 2 • l!;n caso de que 
el arco e se reduzca a. una po:=.-clón del eje X, la integral de linea 
f(x, y) dx xe re duce a una integral ordinarIa, para. apre;; larlo, de be 
e 
-
nota~' aa qLln en las su ... natorias l~ 1.cionada!J todos 1:) s ~ i = O; de donde se 
tiene 
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B c 
(C) f(x, y) dx = f (x,O) dx 
Además, cuando C es un segmento sobre el eje x, la integral jf(X.Y)dY 
siempre se anula pues en cada sumatoria Yi - Yi-l = ° para todo i 
Las propiedades elementales se pueden obtener de la simple definición. 
Por ejemplo, si el arco C es recorrido en dirección inversa, el signo de 
la integral de linea cambia. Es decir 
B A 
(C) f(x, y) dx = - (C) f(x, y) dx. 
A 
Si C 1 es un arco desde A 1 hasta A 2 Y C Z es uno de A hasta A 3 , 
entonces 
AZ 
f(x,y)dx+C Z 
Igual que para litegrales ordinarias las integrales de linea satisfacen las 
propiedade s aditivas 
[ f(x, y) + g(x, y) J dx= / 
C 
f(x, y) dx + / g(x,y) dx 
C 
Conclusiones similares son válidas para el tipo de integral de linea 
/ f (x,y) dy 
C 
• 
4 
existe un tipo adicional de integral de linea. Si el arco C y la funci6n f(x, y) 
se definen igual a las consideradas previarre nte, y si S denota la longitud 
del arco C medido desde el punto A hasta el punto B. Se puede definir 
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la integral de linea con re specto al la longitud del arco S. E s corriente 
usar la notaci6n 
B 
(C) f(x, y) dS 
A 
Si C está dado en la forma 
- 2 1/2 
Y :: g(x) se usa la re1aci6n dS:: L l+(g f(X) ] dx 
para así definir 
(C) f(x, y) dS:: (C) 
B 7 B 
f(x, y) -y1+(gf(x)l dx 
En la que el miembro derecho ya e stá definido. Si la curva C es d e la for-
ma X :: h(y) se tiene 
f(x, y) V1+ dy B (C) f(x,y)dS:: (C) B 
A 
Si C no es de la forma y:: g(x) o X :: h(y) , ~ puede descomponer en suma 
de arcos, y en cada sumando disponer de la forma funcional apropiada, ca1-
cu1ar cada caso indivildua1mente y luego sumar los lesultados 
Se puede demostrar que si f(x, y) es continua y si el arco C es rectificable 
(posee longitud finita) entonces existe la integral de linea. 
Las integrales de linea en tres dimensiones se puede definir similarmente 
a la realizada para el plano. 
Un arco que una los puntos A y B tridimensionalmente puede expresarse 
por tres ecuaciones paramétricas 
x = X(t) y = y(t) Z = Z(t) to ~ t L tI 
o en forma no paramétrica por el par de ecuaciones 
Z = g 2 (x) 
Ahora bien si f(x, y, z) es una función definida a lo largo de C, entonces 
una subdivisi6n del arco C conduce a una sumatoria de la forma 
n 
L.. f 
i = 1 
la que, a su vez es una aproximación a la integral at linea 
/ f(x,y,z) dx 
C 
DE manera similar se definen integrale s de linea tales corro 
;: f(x, y, z) dy f(x, y, z) dz C 
Cálculo de integrales de linea. 
Es digno de mencionarse qoo bdas las integrales consideradas pueden ser 
reducidas a tipos de integrales ordinaria. El teorema que a continuaci6n 
se expone, e stablece la regla para reducir las integrale s de linea a inte-
grales ordinarias de funcinnes de una variable. 
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T e o r e m a: Sea C un arco de curva rectificable dado en la forma 
x = X(t) y = g( t) 1 
Así que el punto A(a. b) corresponde a To, y B (e" d) 10 haga a TI. Asumien-
do que f(x, y) es una funci6n continua a 10 largo de C, y si XJ(t) , yJ(t) son 
continuas. Entonce s 
C 
B 
f(x, y) dx = f L- X(t),y(t)] XJ(t) dt 
A 
C f(x,y) dy = j \ 
to 
f [ X (t) ,y(t)] Y t(t) dt 
B 
C f(x, y) dS = 
A o 
C o rol a r i o: Si el arco C está en la forma y = g(x), entonces 
B C 
f(x, y) dx = f [ X, g(x) J dx C 
A a 
Pues si y = g(x), X puede ser usada como parél'metro en vez de ten 1 
y el corolario e s una consecuencia directa del teoren:a.. Consideraciones 
similares pueden hacerse si el arco C está dado por una ecuaci6n del tipo 
X = h(y). 
Ejemplo: Evaluar 
C 
En donde C es cl. segmento de linea C l desde (0,0) hasta (1,0) seguido por 
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el segmento de linea e 2 desde (1, O) hasta (1,1) 
( t, i) 
Soluci6n: A lo largo de el se tiene X = X 
de forma que dx = dx dy = O 
-L (X+2y) dx + (X2 _y 2) dy = 
o 
A lo largo de e 2 se tiene X = 1 y=y 
obtiene 
[ (X+2y) dx + (X 2_y2 ) dy 1 -
-
asr: 
[ (X+2y) dx + (X 2_y2 ) dy 1 -
1 
7 
6 
y=O 
y 
1 X dx=-
2 
dx = O 
1 2 (l-y ) dy = 
O ~ X ¿ 1, 
dy .::. dy, y se 
2 
3 
In te g r a 1 e s del in e a in de p en die n t e s del a t r a y e c t o r i a 
La funci6n trabajo. 
Generalmente, el valor de una integral de linea depende del integrando, 
de los extremos, y del arco que conecta los extremos. 
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No obstante, bajo circunstancias especiales el valor de la integral de li-
nea depende unicamente de bs puntos extremos y del integrando pero no 
del arco a travé s del que se efectúa la integraci6n. Cuando las circuns-
tancias antes expuestas prevalecen, se dice que el integral es indepen -
diente de la trayectoria. 
T e o r e m a: Si ~ tiene que P(x, y)dx + Q (x, y) dy e s un dife rencia1 exac-
too Es decir existe una función f(x,y) con 
df(x,y) = P dx + Q dy 
Sea C un arco dado paramétricamente por 
x = X(t) y = y(t) to 
donde XJ(t) , y'(t) son continuas. Entonces 
(Pdx+Qdy)= f [ X(t1),y(td] -f [X(to),y(to)] 
Luego la integral depende fuica y exclusivamente de los puntos extremos 
y no del arco C que 10 s une. 
Demostraci6n: 
Definiendo la función F(t) por F(t) = f [X(t), y(t) 1 to ~ t 
calculando F' (t) mediante el uso de la regla de la cadena 
y, 
F r ( t )= P [X( t), y( t) 1 X J ( t) +Q [ X( t ), y( t) ] 2 y(t) y J(t) 1 
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Al integrar ambos miembros de 1 con respecto a (t) 
F{tl)-F(tO)=!. Pdx+Qdy 
y el re sultado se de duc e al notar que 
y F(to) = f r X(to), y(to)l 
e or olar io: Si Pdx + Qdy + R dz es un diferencial exacto, encontramos 
que 
-f (Pdx+Qdy+Rdz) = f rX(tl)' y(tll. Z(tl) J - f [X(to), y(to), Z(to) J 
con df = Pdx + Qdy + Rdz y las ecuaciones paramét-ricas de e son 
1 X(t), y(t), Z(t) }, 
E j e m p lo: Si se tiene la expre si6n: 
j r(2X+ 3y) dx + (3X- 2y) dy l 
e 
to :: t ¿ 
demoestrar que es un diferencial exacto y encuentre el valor de el integral 
a través del arco que va desde el punto (1,3) hasta el punto (-2,5). 
haciendo P = 2X+3y Q = 3X -2y se tiene 
." 
aSl que 
y por tanto 
/' L (2X+ 3y) dx + (3X-2y) dy ] 
e 
= - 52 
1. Thomas J.R. George B.; "Cálculus and Analytic Geometryll 4 th 
edition. Addison - Wesley Publishing Company. 1972 
Z. Kaplan Wilfred., "Advanced Calculus"; London: Wesley Company, 
mc. 1952 (679 pgs). 
3. Louis Leithold., "El Cálculo" con geometría Analítica: Harper & 
Row Latinoamericana, Bogotá. 1972 (1014) 
4. Smith, M.E. E dward., Meyer Salkover: "Unified C alculus". l7~ 
edition; John Wiley & Sons, INC. London (1947 
5. Protter H. Murray, Charles B. Morrey Jr.; IIModern Mathematical 
Analysis", l~t edition Addison - Wesley • London • (1964) 
6. Schwartz. Abraham.; "Calculus and Analytic Geometry". ~ 
\ 
edition. Holt, Rinehart and Winston. New York. (1967). 
7. Spiegel., Murray R. "Teorra y Problemas de Cálculo Superior". 
la. edici6n. McGraw - HUI Mejico (1963) 
8. Rees. Paul K., "Ana13tic Geometry", 3nd edition., Prentice -
hall, INC. Englewood Cliffs. New Jersey (1970) 
9. Geffner. Joseph. "Treatrnent of experimental data". 8th editan. 
John - Wiley & Sonso mc., New York (1959) 
